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Представлены результаты аналитического исследования 
ауксетических свойств квадратной ячейки с частицами 
конечного размера, аналитическое и численное иссле-
дование интересного свойства такой ячейки (решетки) 
сжиматься в поперечном сечении (уплотняться) под 
сближающимися частицами и нагрузкой.
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Auxetic properties of square cell of finite size particles are 
considered. Analytical and numerical solutions are given. An 
interesting property is demonstrated and studied: for some 
parameters the cell becomes thinner in cross section between 
two approaching particles and under pressure.
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1. Введение
В настоящее время все большее внимание уделяется 
разработке математических моделей метаматериалов – 
материалов, обладающих необычными свойствами (см., 
например, [1-17]). Одним из таких свойств является 
свойство ауксетичности – отрицательного коэффици-
ента Пуассона, когда материал расширяется в попереч-
ном направлении при растяжении в продольном.

Вариант структурной модели ауксетического ма-
териала на основе частиц конечного размера (рис. 1a) 
был предложен в статьях [8], [11]. Математические дис-
кретная и континуальная микрополярные модели были 
построены в [13]. В этой статье найдена и исследована 

зависимость между коэффициентом Пуассона аппрок-
симирующей континуальной среды и структурными па-
раметрами дискретной системы, построены и исследо-
ваны дисперсионные соотношения гармонических волн. 
В статьях [2, 3, 14, 15] построена многополевая микропо-
лярная модель, описывающая не только макроскопиче-
ские длинноволновые, но и коротковолновые деформа-
ции, исследованы одномерные краевые эффекты.

Результаты дополнительных исследований свойств и 
особенностей поведения такого материала представле-
ны в настоящей статье. 

2. Структурная и математическая модели
Рассматриваем ячейку, базовую для представленной на 
рис. 1a решетки, но без наклона частиц, введя допол-
нительные горизонтальные и вертикальные соедине-
ния центров частиц (рис. 1b). Связи между частицами 
моделируются пружинами трех видов: вертикальные 
и горизонтальные пружины с жесткостью 1c , а также 
диагональные пружины с жесткостью 2c  соединяют 
центры частиц, а пружины с жесткостью 3c  соединяют 
углы частиц. 

Энергия соединения i-го узла частицы p и j-го узла 
частицы q в нелинейном варианте определяется соотно-
шением 

( )( ) ( )( )201,, 2/ LLCE kjqip −= ,                  (1)
Рис. 1. (а) Структурная модель материала на основе частиц ко-
нечного размера. (b) Ячейка и обозначения параметров мате-
риала, рассматриваемого в настоящей статье.
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где 0L и 1L  - длина соединения до и после деформа-
ции, kC  - приведенная жесткость соединения, равная 
отношению жесткости kc  к квадрату исходной длины 
( )3 ,2 ,1,2

0 == kLcC kk . 
Линеаризуя в (1) выражение 01 LL − , для малых ком-

понент вектора смещения u , v  и вращения ϕ , получаем

( )( ) ( ) ( )[
( ) ( ) ] , sinsin                      
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2
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где ir , jr  - длины радиус-векторов, проведенных от цен-
тров масс частиц до узлов, iγ , jγ  - углы между осью Ox 
и этими радиус-векторами, а γ - угол наклона соедине-
ния к оси Ox . 

3. Анализ аксетических свойств
простейшей ячейки

Рассматриваем ячейку, состоящую из 4 частиц (рис. 1b). 
Решаем задачу нахождения  поперечных смещений V  и 
поворотов ϕ  частиц ячейки при ее растяжении на вели-
чину U  в горизонтальном направлении (рис. 2). 

Используя потенциал (2), суммированием по соеди-
нениям строим потенциальную энергию системы и да-
лее на основе вариационного принципа получаем 12 ал-
гебраических уравнений статики. С учетом симметрии 
деформирования ячейки (рис. 2) сокращаем количество 
уравнений до трех. В случае 0≠a , С3≠0, учитывая, что 
перемещение U  задано, из уравнений статики для вер-
тикального направления и вращений 

( ) ( ) 022 321 =++++ ϕaVCVUCVC ,             (3)

находим выражения изменения толщины ячейки V  в 
вертикальном направлении и характеристик поворотов 
частиц через перемещение U :

(4)

Описанные преобразования для получения решения 
громоздки, но стандартны. С использованием методики 
и алгоритма метода конечных элементов они были ре-
ализованы в системе символьной математики Maple и 
аналитическое решение было построено с использова-
нием компьютера.

В решении (4) введен аналог коэффициента Пуассона 
ν  континуальной теории. 

Для иллюстрации на рис. 2 представлены два каче-
ственно разных случая деформирования ячейки. Нари-
сованы частицы ячейки в исходном (центры соединены 
пунктиром) и деформированном (центры соединены 
сплошной линией) состояниях.

Из второго равенства (4) следует, что при С2>C3 ко-
эффициент Пуассона положителен 0>ν . В этом случае 
при растяжении системы частиц в горизонтальном на-
правлении система сжимается в поперечном направле-
нии (рис. 2a). 

Если С2<C3, то 0<ν . В этом случае при растяжении в 
горизонтальном направлении система частиц сжимает-
ся в поперечном направлении (рис. 2b), то есть материал 
проявляет ауксетические свойства. 

В случае С2=C3 или при С1→∞ коэффициент Пуассо-
на равен нулю, и при растяжении система не изменяет 
толщину.

Отметим, что 1+→ν  при С2→∞ и 1−→ν  при С3→∞. 
Таким образом, коэффициент Пуассона изменяется в 
пределах 11 <<− ν , допустимых для плоской упругой 
изотропной среды (в трехмерном случае действуют ог-
раничения 5.01 <<− ν ). 

Отметим также, что из второго уравнения системы 
(3), которое является уравнением для поворотов, видно, 
что для частиц нулевого размера ( 0=a ) и при отсут-
ствии пружин, соединяющих углы частиц (С3=0), име-
ем повороты произвольной величины, что согласуется 
с физическими представлениями о деформировании 
такой ячейки. Эти случаи соответствуют обычной ре-
шетке, для которой коэффициент Пуассона всегда поло-
жителен. Таким образом, для рассматриваемой системы 
конечность размера и вращения частиц существенны 
для появления у материала ауксетических свойств [13].

4. Сжатие ячейки между частицами
Представляет интерес получение аналитических реше-
ний и анализ проявления ауксетических свойств при 
внедрении в ячейку сторонних частиц. 

Рис. 2. (а) Деформирование обычной ячейки при растяжении 
на величину U. (b) Деформирование ячейки с ауксетическими 
свойствами.

( ) 3U V 2a aC 0φ+ + =  
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Рассмотрим внедрение сжимающими силами F  сим-
метрично расположенных частиц клиновидной формы в 
ячейку, представленную на рис. 1b.  Внедрение частиц 
клиновидной формы часто встречается на практике. От-
метим, что в более общем случае внедрения осесимме-
тричных частиц,  при малых перемещениях поверхность 
можно рассматривать не как криволинейную, а аппрок-
симировать ее прямыми гранями, так что решаемая за-
дача, по-видимому, даст оценочные результаты и для 
этого более общего случая.

На рис. 3 частицы недеформированной ячейки и 
фрагмент сжимающей частицы нарисованы пунктирны-
ми линиями. Считаем, что грани частицы наклонены под 
одинаковым углом α . В недеформированном состоянии 
частица внедрена настолько, что касается центров ча-
стиц ячейки, так что расстояние между гранями на этом 
уровне равно расстоянию h  между центрами частиц 
ячейки. 

Рассматриваем малые внедрения, такие что при их 
анализе может быть использована линейная модель. Си-
стема в деформированном состоянии нарисована сплош-
ными линиями. Для наглядности центры частиц ячейки 
в недеформированном и деформированном состояниях 
соединены пунктирными и сплошными линиями.

Считаем, что грани внедряемой частицы действуют 
на центры частиц ячейки, которые скользят по граням.  
Учитывая симметрию, для такой задачи может быть по-
строено аналитическое решение. Для компоненты U  пе-
ремещения правых частиц ячейки получаем выражение  

( ) ( )
( )( ) α

ααααα
cos

cossincossinsin2
8 3121

321

CCCC
CCCFU

++
−+++

= .

Отметим, что, если грани горизонтальны ( )0=α , то 
центры частиц ячейки смещаются вдоль них на величи-
ну 

( )( )3121

32

8 CCCC
CCFU
++

−
=

.

Из этого соотношения видно, что при параметрах 
23 CC > сжимаемая ячейка сжимается под частицей 

( )0<U , то есть демонстрирует свойство ауксетичности, 
и расширяется ( )0>U  в случае, если 23 CC < . Такой ре-
зультат согласуется с результатами раздела 3.

Для граней с малым наклоном 4πα <  также суще-
ствуют параметры, при которых ячейка обладает обыч-
ным свойством расширяться под внедряющейся сжима-
ющей ее частицей  (рис. 3a), однако ячейки, у которых 

( )
αα

ααα
sincos

cossinsin2 21
3 −

++
>

CCC ,

обладают ауксетическим свойством сжиматься под 
сближающимися частицами (рис. 3b). 

При увеличении угла наклона граней достичь аук-
сетического поведения ячейки становится все сложнее. 
При 4πα → жесткость 3C  необходимо бесконечно 

увеличивать ∞→3C . Интересно отметить, что для 
острого клина с углом наклона граней 4πα >  компо-
ненты 0>U  при любых жесткостях, то есть при таких 
углах рассматриваемая ячейка обладает обычным свой-
ством расширяться в поперечном направлении при сжа-
тии  (острая частица расклинивает ячейку) при любых 
параметрах жесткостей ячейки. 

5. Анализ особенностей деформирования 
ауксетической решетки под нагрузкой. Вы-

числительный эксперимент

Отмеченный в разделе 4 эффект сгущения под внедре-
нием может быть продемонстрирован и для решетки. 

Рассматриваем слой материала, расположенного на 
гладкой плоскости. На частицы верхней поверхности  
действуют сжимающие силы. Задача решается численно. 
На рис. 4 исходная решетка представлена пунктирными 
линиями, а деформированная – сплошными, показаны 
смещения и повороты частиц в деформированном со-
стоянии. 

На рис. 4a представлен результат расчета для обыч-
ного материала, у которого 03 =C . В этом случае вра-
щение частиц отсутствует. Материал расступается под 
нагрузкой. 

На рис. 4b представлен результат расчета для матери-
ала с ауксетическими свойствами. Материал уплотняет-
ся под нагрузкой. 

Отметим, что вращение частиц имеет коротковол-
новый характер. То есть обычная континуальная модель 
Коссера не может быть использована для получения ап-
проксимационных аналитических или численных реше-

Рис. 3. (а) Обычный эффект расклинивания ячейки при внедре-
нии частицы. Ячейка при проникновении частицы расширяет-
ся. (b) Деформирование ячейки с ауксетическими свойствами. 
Ячейка  под частицей сжимается. 
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ний и необходимо использовать модель Коссера много-
полевого типа [2, 3, 14, 15].

Заключение

В статье приведены результаты аналитического и чи-
сленного исследования особенностей поведения про-
стейшей ячейки и решетки, рассмотренной ранее в 
статьях [2, 3, 13-15]. Демонстрируется и исследуется 
интересный эффект сгущения частиц сжимаемого мате-
риала под проникающими в него частицами и сдавли-
вающей нагрузкой. Такой эффект может представлять 
интерес при проектировании материалов и систем, про-
тиводействующих внедрениям и улавливающих части-
цы.

Дальнейшее изучение особенностей поведения ре-
шеток Коссера [13-16, 18, 19], изделий из материалов с 
ауксетичекими свойствами, а также c хиральной микро-
структурой [16] представляет на наш взгляд интерес.
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