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A method is proposed which allows one to search for a solution to inverse problems of identifying constitutive relations from the 
results of technological experiments. The method uses simplified mathematical models of technological plastic metal forming 
processes based on the membrane theory of shells, which allows for calculations of material constants K and m entering Backofen’s 
constitutive relation for superplasticity from the results of experiments carried out directly on a technological equipment. The 
method differs from others by the fact that for its implementation results of only two test formings of hemispherical domes 
at a constant gas pressure are sufficient. The set of experimental data include gas pressure, forming time and thickness in the 
pole of the dome. The method consists of three steps: calculation of initial material constants K and m; fitting of coefficient m* 
until the coincidence of computed value of the thicnkness at the dome pole with experimentally determined value; correction 
of the value of constant K*. Finite-elements simulations of superplastic forming (SPF) are done by means of ANSYS software. 
Computational model of material is considered in the framework of creep theory. Time dependencies of relative dome height and 
relative thickness of semispheres at the dome pole using approximate formulas and simulations using ANSYS are plotted. The 
method is verified on an example of superplastic forming of semispheres with 35 mm radius from sheet blanks of titanium alloy 
VT6 (analogue of Ti-6Al-4V) with thickness of 1 mm to a cylindric matrix with diameter 70 mm and height 35 mm with entry 
radius of 1 mm at two constant values of gas pressure 0.5 and 0.7 MPa. The forming temperature was equal to 900°C. As a result 
of validation, agreement of experimental and computational data acceptable for engineering calculations has been obtained.

Keywords: superplastic forming, modeling, material constants, titanium alloy, ANSYS.

Новая методика идентификации определяющих соотношений 
по результатам технологических экспериментов

Тулупова О.П.1,†, Ганиева В.Р.1, Круглов А.А.1,2, Еникеев Ф.У.1
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Предложена методика, позволяющая искать решение обратных задач идентификации определяющих соотношений 
по  результатам технологических экспериментов. В  методике использованы разработанные упрощенные матема-
тические модели технологических процессов обработки давлением, построенные на основе безмоментной теории 
оболочек, позволяющие вычислять постоянные материала K и m, входящие в определяющее соотношение сверх-
пластичности Бекофена, по результатам экспериментов, которые проводятся непосредственно на технологическом 
оборудовании. Методика отличается от известных, тем, что для ее реализации достаточно результатов только двух 
тестовых формовок полусферических куполов при постоянном значении давления газа. Набор экспериментальных 
данных включает: давление газа, время формовки и толщину в полюсе купола. Методика состоит из трех этапов: 
расчет начальных значений постоянных материала K и m; подбор величины показателя m* до совпадения расчет-
ного значения толщины в  полюсе купола с  экспериментально полученным значением; корректировка величины 
постоянной К*. Конечно-элементное моделирование процесса СПФ выполнено в  среде программного комплекса 
ANSYS. Численная модель материала рассматривается в  рамках теории ползучести. Построены временные зави-
симости относительной высоты купола и относительной толщины в полюсе купола полусфер по приближенным 
формулам и в среде ANSYS. Методика проверена на примере сверхпластической формовки при двух постоянных 
значениях давления газа 0,5 и 0,7 МПа полусфер радиусом 35 мм из листовых заготовок титанового сплава ВТ6 (ана-
лог Ti-6Al-4V) толщиной 1 мм в цилиндрическую матрицу диаметром 70 мм и высотой 35 мм с входным радиусом 
1 мм. Температура формовки 900°C. В результате апробации методики было получено приемлемое для инженерных 
расчетов согласие экспериментальных и расчетных данных.
Ключевые слова: сверхпластическая формовка, моделирование, постоянные материала, титановый сплав, ANSYS.
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1. Введение

Сверхпластическая формовка (СПФ) является одним 
из эффективных процессов обработки давлением труд-
но-деформируемых листовых материалов. Изделия, 
полученные СПФ используются в  различных областях 
промышленности, в  том числе в  нефтегазовой, напри-
мер: топливные баки, поплавки контакторы уровней, 
радиаторы и т. д.

В работе представлена новая методика, позволяющая 
определять постоянные материала, входящие в  стан-
дартное степенное соотношение сверхпластичности 
(СП), предложенное Бекофеном [1]:

σ = Kξm	 (1)

где σ — напряжение течения; ξ — скорость деформации; 
K  — константа материала, зависящая от  температуры, 
среднего размера зерен и  других структурных параме-
тров; m  — коэффициент скоростной чувствительности 
материала.

От  определения значений постоянных материала 
K  и  m зависит адекватность математических моделей 
технологических процессов СП. Традиционный метод 
их  вычисления включает серию испытаний на  одно-
осное растяжение стандартных образцов при  разных 
скоростях деформации [2]. В работе [3] предложена ме-
тодика определения постоянных материала СП по  ре-
зультатам натурных экспериментов, состоящих из  трех 
тестовых формовок полусфер в цилиндрическую матри-
цу. Оценка точности моделей процесса СПФ, созданных 
с  использованием постоянных материала, определен-
ным по разным методикам дана в работе [4]. Показано, 
что  при  определении постоянных K  и  m из  натурных 
экспериментов достигается приемлемое для  инженер-
ных расчетов согласие результатов моделирования с экс-
периментом. 

Вопросы определения постоянных материала СП 
К и m рассмотрены также в работах [5 – 7].

Предлагаемая методика определения постоянных 
материала K  и  m из  соотношения (1) позволяет сни-
зить необходимое количество натурных экспериментов 
до двух тестовых формовок полусфер в цилиндрическую 
матрицу. Кроме того, в  отличие от  методики [3], пред-
лагаемая методика позволяет прогнозировать не только 
высоту купола полусферы, но и толщину в полюсе.

2. Математическое моделирование

На рис. 1 представлена расчетная схема математической 
модели СПФ полусферы. Применены следующие обо-
значения: R — текущий радиус купола; R0 — радиус ци-
линдрической матрицы; r0 — входной радиус матрицы; 
α — угол между осью симметрии и текущим радиусом 
купола, проведенным к центру кривизны входного ра-
диуса матрицы.

Для апробации методики использовали эксперимен-
тальные данные СПФ при  постоянном давлении полу-
сфер высотой H = 35  мм из  листов титанового сплава 
ВТ6 толщиной s0 = 1 мм в матрицу радиусом R0 = 35 мм, 
имеющей входной радиус r0 = 1 мм [3] (см. табл. 1). Тем-

пература формовки 900 ± 2°C. 
Предоставленная методика состоит из трех этапов.

2.1. Этап 1 — Расчет начальных значений 
постоянных K0 и m0

Расчет начальных значений постоянных материала 
K и m проводим согласно методики [8]. Значение m на-
ходим численными методами путем минимизации вы-
ражения:
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где I'm — функция двух переменных m и α, представляю-
щая собой следующий определенный интеграл:

13

2
0 0

'
1 sin 1' ( ) ctg ,

1 sin

α

α
α

  = − ⋅ ⋅   −   
∫

m

m
xI x dx

x x r
	 (3)

где r'0 = r0 / (R0 + r0) — безразмерный входной радиус ма-
трицы, α — угол между осью симметрии и текущим ра-
диусом купола.

Интеграл (3) вычисляем также численными метода-
ми. Значения K1 и K2 определяем по формулам:
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(5)

K0 определяем как среднеарифметическое:

K0 = (K1 + K2) / 2.	 (6)

В  результате расчетов получаем: m0 = 0,43 и 
K0 = 413,94  МПа·сm.

Рис. 1. Расчетная схема.
Fig. 1. Diagram.

Табл. 1. Экспериментальные данные СПФ полусфер.
Table 1. Experimental data of SPF hemispheres.

Давление, р, МПа
Рressure, p, MPa

Время, t, с
Time, t, sec

Толщина в полюсе купола, s, мм
Thickness at the pole dome, s, mm

0,5 1500 ≈ 0,36

0,7 685 ≈ 0,36
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2.2. Этап 2 — Подбор величины показателя m*

Известно из работы [6], что с увеличением величины 
показателя m толщина в полюсе купола растет, и разно-
толщинность уменьшается. По этой причине проводим 
расчеты показателя m* в среде программного комплекса 
ANSYS для того, чтобы добиться совпадения расчетного 
значения толщины в полюсе купола с экспериментально 
полученным значением.

При моделировании в ANSYS постановку и решение 
краевой задачи механики деформируемого твердого тела 
выполняем, используя теорию ползучести [10, 11].

В табл. 2 представлены значения толщины в полюсе 
купола высотой Н = 35 мм (s_ANS), полученные в ANSYS 
при давлении р = 0,7 МПа, и значения относительной тол-
щины в полюсе купола (s'р = s_ANS / s0) для нескольких зна-
чений m из интервала, содержащего значение m0 = 0,43.

Используя данные табл. 2, при линейной интерполя-
ции получаем m* = 0,53, а при квадратичной интерполя-
ции m* = 0,535, для которых вычисляем новые значения 
K по формуле (6).

С  найденными аналитическим путем постоянными 
материала, выполняем моделирование в ANSYS процес-
са СПФ полусферы до высоты Н = 35 мм и получаем зна-
чения толщины в полюсе купола (табл. 3).

Для дальнейших расчетов принимаем m* = 0,53.

2.3. Этап 3 − Уточнение величины постоянной K*

Для расчета зависимости высоты купола от времени ис-
пользуем соотношение:
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На  рис. 2 представлены зависимости относитель-
ной высоты купола H', где H' = H / (R0 + r0) от  времени 
формовки при постоянном давлении газа (р1 = 0,5 МПа 
и  р2  =  0,7  МПа), построенные по  результатам анали-
тических расчетов и  полученные при  моделировании 

в  ANSYS при  m* = 0,53 и  K* = 810.9 МПа·сm. В  экспе-
рименте H'  =  0,972. Видно, что  численное решение 
при  р  =  0,7  МПа проходит через экспериментальную 
точку.

На рис. 3 представлены зависимости относительной 
толщины в  полюсе купола s' = s / s0 от  его относитель-
ной высоты H' (a) и времени t, c (b), также построенные 
по  результатам аналитических расчетов и  полученные 
при моделировании в ANSYS.

Из  рис. 3b также видно, что  численное решение 
при р = 0,7 МПа проходит через экспериментальную точ-
ку. Полученное согласие расчетных и  эксперименталь-
ных данных связанно с  тем, что  на  этапе 2 для  подбо-

Табл. 2. Результаты расчета в ANSYS.
Table 2. The results of the calculation in ANSYS.

m 0,4 0,429 0,45 0,5 0,6

s_ANS, mm 0,318 0,330 0,336 0,353 0,376

s'р, mm 0,318 0,330 0,336 0,353 0,376

m* = 0,53 m* = 0,535

s_ANS, mm 0,9754 0,9749

Рис. 2. Зависимости относительной высоты купола H' 
от  времени t, c, вычисленные в  ANSYS (сплошные линии) 
аналитически (пунктир) при  различных значениях давления 
газа р, МПа (указано у  кривых). Маркеры соответствуют 
экспериментальным значениям.

Fig. 2. Based on the relative height of the dome H' from the time t, s 
computed in ANSYS (solid lines) and by the approximate formulas 
(dotted line) at different values of gas pressure p, MPa (indicated on 
curves). Markers correspond to experimental values.

Рис. 3. Зависимости относительной толщины в полюсе купола 
s' от  относительной высоты купола H' (a) и  времени t, c (b), 
вычисленные в  ANSYS (сплошные линии) и  аналитически 
(пунктир) при  различных значениях давления газа 
р, МПа (указано у  кривых). Маркеры соответствуют 
экспериментальным значениям.
Fig. 3. Based on the relative thicknesses at the pole dome s' from the 
relative height of the dome H' (a) and time t, s (b) calculated in 
ANSYS (solid lines) and by the approximate formulas (dotted line) 
at different values of gas pressure p, MPa (indicated on curves). 
Markers correspond to experimental values.

Табл. 3. Результаты расчета в ANSYS толщины в полюсе купола.
Table 3. The results of the calculation in ANSYS thickness at the pole 
dome.

a                                                          b
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ра значения m* моделирование в ANSYS процесса СПФ 
проводили при значении давления р = 0,7 МПа. При зна-
чении давления р = 0,5 МПа погрешность вычислений 
составляет 8,6 %.

3. Выводы

Предлагаемая в  настоящей работе методика определе-
ния постоянных материала K и m, входящих в стандарт-
ную модель СП σ = Kξm, позволяет получить приемлемый 
для  инженерных расчетов результат, используя набор 
экспериментальных данных двух тестовых формовок: 
{ti , pi , hi , si }, i =1, 2, где ti — продолжительность формовки 
полусферы при давлении газа pi = const до высоты купо-
ла hi и толщина в полюсе купола si .
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